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Das MaBproblem

Lasst sich jeder Teilmenge des R" auf sinnvolle Weise ein
Volumen zuordnen?
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Eigenschaften von Maf3en

Positivitat: Keiner Mengen soll ein negatives Volumen
zugeordnet werden.

0 < u(A) fur A € P(R")
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Eigenschaften von Maf3en

Translationsinvarianz: Verschiebt man eine Menge im Raum,
soll sich ihr Volumen nicht andern.

w(A) = p(A+ x) fir Ae P(R"),x € R”
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Eigenschaften von Maf3en

o—Additivitat: Wird eine Menge in abzahlbar viele disjunkte
Teile zerlegt, soll die Summe der Volumina dieser Teilmengen
gleich dem Volumen der urspringlichen Menge sein.

p(J Ax) =D u(Ae) fiir Ac e P(R), k=1,2,...
k=1 k=1
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Eigenschaften von Maf3en

Normiertheit: Der n-dimensionale Einheitswiirfel soll Volumen
eins haben.

p([0,1]7) =1
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Weitere Eigenschaften

Aus den bisher geforderten Eigenschaften folgt:
mu(0)=0
m u({x})=0flrx e R"
m (A <u(B)fallsAC B
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Das MaBproblem [Lebesgue, 1902]:

Finde eine Abbildung 1 : P(R") — R U {cc}, mit den folgenden
Eigenschaften:

m 0 < pu(A)

m p(A) = pu(A+x) fir Ae P(R"),x € R”

m Uzt A) = 2okz1 1(Ak) fir A € P(R"),k=1,2, ...
m 1([0,1]7) =1
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Henri Léon Lebesgue Giuseppe Vitali
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Das Mafproblem ist nicht I6sbar.
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Das Auswahlaxiom

Vu((D g uAVYXVY(X EUANY € UAXFZYy = xNy=0))= 3wx(x € u= 3ly(y € x Ay € V)))

Zu jeder Menge von disjunkten nichtleeren Mengen gibt es
eine Menge, die aus jeder dieser Mengen genau ein Element
enthalt.
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Wir definieren folgendermaBen eine Aquivalenzrelation auf R

X~y ex—yeQ
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Vitalimengen

Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Menge, die aus jeder
Aquivalenzklasse von ~ im Intervall [0, 1] genau einen
Reprasentanten enthélt. Eine solche Menge V C [0, 1] von
Repréasentanten, nennen wir Vitali-Menge.
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Vitalimengen

Sei g1, @2, g3, . . . eine Abzahlung der rationalen Zahlen im
Intervall [—-1, 1]. Wir definieren:

Vik={v+aqklve V}firkeN
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Es gilt

(@

Vi C [_172]
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Es gilt

[0,1] C [j Vi € [-1,2).

k=1
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Nichtmessbarkeit von Vitalimengen

Aus der Monotonie von Mafen folgt:

p([0,1]) < u(|J Vi) < p([-1,2)).
k=1
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Aus der Monotonie von Maf3en folgt:
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Wegen o - Additivitat von MafBen folgt:

1wV <3

k=1
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Nichtmessbarkeit von Vitalimengen

Wegen Translationsinvarianz von Maf3en gilt
(Vi) = u(V + px) = (V) fiir alle k € N, und deswegen:

1<) u(V)<3
k=1
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S (V) =0>1.
k=1
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Fall 2: 4(V) > 0. Dann ist

Z“(V) =00 < 3.
k=1

«O>» «F»r « > < 4 P NEa



Das MaBproblem Eigenschaften von MaBen
Das Inhaltsproblem Formulierung des MaBproblems
Literatur Satz von Vitali

Nichtmessbarkeit von Vitalimengen

Wir haben also die Annahme, es gébe ein positives,
translationsinvariantes, o-additives und normiertes Maf3 zu
einem Widerspruch gefihrt.
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Das Inhaltsproblem

Finde eine Abbildung 1 : P(R") — R U {cc}, mit den folgenden
Eigenschaften:

m 0 < pu(A)

m 1(A) = u(B(A)) fir A € P(R"), und eine Bewegung /3
mu(Uk—1 Ac) = D kg (Ax) fir A e PR"), k =1,2,...,n
m ([0, 1]") =1
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Satz von Banach [1923]

Das Inhaltsproblem ist Idsbar fiir R und R?, aber es ist nicht
eindeutig l6sbar.
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Galileo Galilei

"Wollen wir die Kérper teilen in eine endliche Anzahl von Teilen,
so ist es unzweifelhaft, dass wir sie nicht zusammensetzen
kénnen zu Kérpern, die mehr Raum einnehmen als friher."
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Satz von Banach-Tarski [1924]

Sei n > 3 und seien A, B C R" beschrankte Mengen mit
nichtleerem Inneren. Dann existieren eine endliche disjunkte
Zerlegung Ayq, ... Ak von A und zugehdrige Bewegungen

B, ..., Bk derart, dass B die disjunkte Vereinigung von

51 (A1 )7 s )Bk(Ak) |St
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Banach-Tarski-Paradoxon

T CARVED AND CARVED,
AND THE NEXT THING T
KnEW I HAD 724 PUMPKINS.

I Toyou
NOT T0 TAKE
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Das Inhaltsproblem ist fiirn > 3 nicht I6sbar
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